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1 Inledning

Denna text syftar till att vara en mycket kondenserad framstéllning av matrisbegrep-
pet och hur man kan forsta det. Har tas matriser upp ur ett algebraiskt perspektiv,
som ett sétt att hantera ekvationssystem och som ett séitt att uttrycka geometriska
transformationer.

Alla ldromedel i linjér algebra tar upp matriser pa dessa tre séitt, men framstall-
ningarna varierar lite beroende pa forfattarens smak. Denna text &dr skriven sa att
de tre sdtten att tolka matriser nédstan kan ldsas fristaende.

Texten dr den andra i en serie om linjar algebra, skriven for kursen Linjar Cirkel vid
Europaskolan.

Del I i serien tar upp vektorer samt hur linjer, cirklar, plan och klot kan uttryckas
pa vektorform. Del III tar upp abstrakta vektorrum och funktionsrum.

Stort fokus ligger i denna text pa den geometriska forstaelsen av matriser, och ge-
nerellt pa att forsta vad begreppen som tas upp betyder. I motsvarande texter pa
universitetsniva dgnas mycket moda at att bevisa satser om matriser i n dimensio-
ner. D4 kan forstaelsen i viss man ga forlorad. Har haller vi oss till R? s linge det
riacker for att belysa begreppens betydelse.

Syftet med att infora indexnotationen pa det sétt som gors ar att lagga grund for
att arbeta med tensorer, vilket gors i de lite mer fristaende delarna IV och V som
behandlar den speciella respektive den allménna relativitetsteorin.

2 Matriser som algebra

2.1 Definitioner och arimetik

En matris dr en samling av m x n tal som brukar samlas i m st rader och n
st kolumner. I denna text ges matriserna namn med versaler (vilket &r vanligt).

Exempelvis ar
A [1 2 3]

4 5 6

en 2 x 3-matris. Det ar mycket vanligt att bendmna elementen i en matris med
samma bokstav som matrisen sjilv, men da med tva index for vilken rad (6vre och
forsta index) och kolumn (undre och andra index) som avses. Har skulle till exempel
A%, = 6 eftersom A% star for elementet péa rad tvi och kolumn 3 i A.

Anledningen till att rader och kolumner skrivs med Ovre respektive nedre index
forklaras i1 avsnitt 3]

En matris med lika manga rader och kolumner bendmns kvadratisk.

En diagonalmatris ar en kvadratisk matris dér alla element som inte ligger pa den
diagonal som gar fran forsta raden och forsta kolumnen, till sista raden och sista
kolumnen, ar noll. Formellt

A ér diagonal < A", =0om r # k

iy

Exempel 2.1.1. Matrisen



ar en diagonalmatris A

En enhetsmatris dr en diagonalmatris dar alla diagonalelement ar 1.

Exempel 2.1.2. Matrisen

o O =
O~ O
—_ o O

ar en enhetsmatris. A

Matriser kan multipliceras med en skalér, och matriser av samma typ (samma antal
rader och kolumner) kan adderas. Detta definieras enligt
A+B=C & A, +B, =0,
gA=B & qA, =D,
Exempel 2.1.3. Om

1 2
=4
-1 3
och
2 -3
s=[7 ]
7 9
galler
2 4
2A_{ }
-2 6
och
3 —1
A—l—B—[G 11]

A

En (m x n)-matris kan multipliceras med en (n x s)-matris sa att resultatet blir en
(m x s)-matris enligt foljande definition:

=1
Exempel 2.1.4. Med matriserna A och B i forra exemplet fas
A.B— L2 12 =3 _| 1-2+2.7 1-(=3)+2-9| (16 15
-1 3 7 9 |-1-243-7 —1-(=3)+3-9| |19 30|°
A

Om tva kvadratiska matriser multipliceras fas en ny kvadratisk matris av samma
typ. Multiplikationen &r dock inte kommutativ!

Exempel 2.1.5. Med matriserna A och B i férra exemplet fas
B.A— 2 =3 |1 2p _(2-14(=3)-(=1) 2-24(=3)-3] _ |5 -5
79 |-1 3 |7T-1+ 9 -(=1) 7T-2+ 9 3| |-2 41|’
A

Kvadratiska matriser utgor en icke-kommutativ ring. Multiplikativt enhetselement
ar enhetsmatrisen.

Eftersom man kan addera matriser av en viss typ med varandra och multiplicera
dem med en skaldr utgér mangden av alla matriser av denna typ i sig ett vektorrum.
Detta faktum nyttjar vi inte i denna text, men ar viktigt i motsvarande texter pa
universitetsniva.



3 Mer om notationen

3.1 Vektorer

Normalt uttrycker vi vektorer med basvektorer & och ¢ samt om vi dr i R? har vi
ocksa z.

En vektor kan uttryckas som en kolmun som i exemplet

v = B} Sv=1-xz+3-y.
Y
En vektor ar alltsd en matris med endast en kolumn.

Nu skall vi gora ett antal omskrivningar for att fa en mer effektiv notation.

Forst numrerar vi basvektorerna istéllet for att ge dem namn. Viinfér V', é4,. .., éy.
Notera att indexet pa basvektorn ar ett nedre index. Vi far

Notera att indexet pa komponenten ar ett 6vre index. Einstiens summationskon-
vention sidger att det dr underforstatt att man skall summera 6ver ett 6vre och ett
undre index i samma term forutsatt att indexen ar lika. Notera ocksa att indexets
namn, som har ar a, bara ar ett dummy-index i summan och kan vara vad som helst.
Vektorn kan nu allts skrivas

v = v'e,
eller
v = Ub éb

eller med vilket annat namn pa indexet som helst. Det ar forstas olampligt att kalla
indexet v. Det ar inte ovanligt att grekiska alfabetet anvéands for index.

Nu gor vi ytterligare en forenkling av notationen. Vi identifierar

v=2"

2

sa att v® alltsa blir ett namn pa vektorn. Skriver vi v* menar vi dock den andra

komponenten for vektorn v i den aktuella basen.

3.2 Radvektorer

En radvektor &r en matris med endast en rad, och far i denna notation fa ett nedre
index, som i exemplet u,.

Skaldrprodukten (u,v) skulle da blir u, v* vilket skulle "konsumera” alla (det enda)
indexet och alltsa inte ge nagot kvarvarande index. Det ar dock helt i sin ordning
eftersom skalérer inte har nagra komponenter.

Det blir mycket mer om radvektorer senare i kursen, men vi kommer att anvinda
dem &ven i denna text i avsnitt [§f Det visar sig bland annat att man kan infora
operationer som héjer och sdnker index, dvs omvandlar en kolumnvektor till en
radvektor eller tvart om.



3.3 Matriser

En matris A méaste ha bade ett rad- och ett kolumnindex pa komponentform. Ra-
dindex dr 6vre index (observera med att vektorer alltsa bara har ett radindex) och
kolumnindex &r nedre index. En matris skrivs i denna notation som A%,.

Eftesom man kan hdja och sikna index ar det viktigt hur indexen sitter i bredd”.
Det ar fel att skriva Af.

Diremot kan man skriva A% A% eller A, men da menar man inte en vanlig matris.
Produkten
u = Av
blir i denna notation
ut = Aab ’Ub

dér summationskonventionen alltsa ger att vi ska summera 6ver indexet b.
Produkten av tva matriser skrivs som

cY = A" BS.
Eftersom multiplikation &r kommutativt skulle man lika gdrna kunna skriva

Cty = BY, A°,
eftersom det dnda framgar vilken produkt av komponenter fran A och B som ska

sumimeras.

Sa langt det ar mojligt ar det dock bra om man skriver som i det forsta fallet, sa
att ett nedre index summeras mot ett 6vre index i kommande faktor.

Notera hur indexen a och b ar de index som ”6verlever summationen” och star
"ytterst” i bada leden.

Detta giller ocksa
u® = A% v

dar indexet a ar det enda "6verlevande” index och alltsa ar "ytterst” i bada led (om
man nu kan kalla ett enda index som det yttersta).

3.4 Transponat

I exempelvis R ar det ingen storre skillnad mellan rad- och kolumnvektorer. Vi
kan "vinda” pa det ena och fa det andra. Detta géller matriser ocksa, en matris kan
transponeras vilket betyder att rader och kolumner byter plats. Vi skriver A7 da
vi menar transponatet av A.

Exempelvis géller

och

B
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I andra sammanhang &n vektorer i R™ maste man vara mer forsiktig. Exempelvis
maste man i manga sammanhang dven byta alla komponenter mot sitt komplex-
konjugat da man véxlar rader mot kolumner om man har att gora med matriser
over C for att annan matematik skall bli ratt. Denna operation bendmns for 6vrigt
konjugattransponat.

En praktisk liten konsekvens av begreppet transponat ar att vi kan skriva vektorer
]T istéllet for [2 . Fordelen &r att transponatet av vektorn blir snyggare

i skriven text eftersom det bara tar upp en rad.

som [1 2

Med var notation géller
(A%)" = A,

vilket generellt sett inte &r en vanlig matris eftersom indexen inte sitter som de gor.
I R™ géller tack och lov att
Al =Ab

I den allminna relativitetsteorin maste man anvinda nagot som heter tensorer]
och dér gor det skillnad. Betraktat som en tensorer i nagon mangfald géller generellt

Ao, £ A

Foljande sats kommer anvindas senare i denna text.

Sats 3.4.1.
(AB)T = BT A"

Bevis. Pa komponentform fas

VL', = (iArl Blk)T = (CTIQT = Ckr
=1

Her = Z(BT)TJ (AT)lk = Z Blr Akl = ZAkl Blr = Ckr'
=1 =1

=1

Det foljer trivialt ur aritmetiken fér matriser att (w,v) = u”v och dirmed
||[v]|* = vTw, vilket dr anvindbart.

4 Matriser som ekvationssystem

4.1 Olika satt att se pa ekvationer

Ekvationssystemet

r + y = 3
20 — y = 2

kan betraktas som bestaende av ekvationer for tva linjer. Losningen &r linjernas
skarningspunkt.

1Dessa introduceras i texten om den allm#inna relativitetsteorin, del V av liromedelssviten i
kursen Linjar Cirkel.



Man kan ocksa skriva om det pa vektorform som

0, 011,

2| T 1Y T 2]
Tolkningen av x och y dr med detta synsétt komponenterna for hégerledet i en bas
som ges av vektorerna i vansterledet.

Ett sétt att finna x och y ar att gora en geometrisk konstruktion som vi gjorde i
forsta delen av denna bokserie.

Ett tredje satt att skriva ekvationssystemet ar att skriva det med med matriser:

R

Lite slarvigt sdger vi att matrisen in VL &r "matrisen for ekvationssystemet” och
vektorn i HL som "vektorn for hogerledet” (i ekvationssystemet).

Detta ar i nagon mening endast en ekvation. Om vi kan hitta inversen till matrisen
kan vi multiplicera bada led med den och fa 16sningen. Det rakar vara sa att denna
matris néstan ar sin egen invers, sa nar som pa en faktor % Vi far

sl Al A f) -

Problemet ar att det inte alltid ar s& latt att hitta inversen till en matris. En metod
att 10sa ett ekvationssystem déar man ocksa kan fa inversen till en matris pa kopet
ar Gauss-elimenation.

4.2 Gauss-elimination

Gauss-elimination dr beskriven bra i andra kéllor. Det kommer infogas i denna text
nagon gang.

4.3 Att bestamma inversen till en matris

4.3.1 Flera hogerled samtidigt

Aven detta tas upp sa bra i andra texter att det inte &r tidseffektivt att skriva om
det hér. Det tas upp pa forelosningarna i kursen.

4.3.2 Produkt av elimentiarmatriser

Detta ocksa.

10



4.4 Over- och underbestimda ekvationssystem

Ett ekvationssystem med tre obekanta och tre ekvationer tolkas som att man soker
skdrningspunkten mellan tre plan. Ett sadant system kan sakna losningar om minst
tva plan ar parallella, eller om de tre normalerna ligger i samma plan.

Det kan ocksa finnas odndligt manga l6sningar om de tre planen skér varandra langs
samma linje.

Har man bara tva ekvationer skir de varandra langs en linje.

Denna linje kan man finna genom att anvianda substitutionsmetoden "sa langt man
kan” till dess man inte har nagon variabel kvar och sédtta denna till nagon parameter.

Ett ekvationssystem med farre ekvationer &n obekanta bendmns underbestamt.

Exempel 4.4.1. Att 16sa ekvationssystemet

r+y+z =
r+y—z = 3

kan tolkas som att bestimma de gemensamma punkterna for tva plan. Det blir en
linje, vars parametrisering fas ganska enkelt. Vi loser ut

z=x+y—3
ur den andra ekvationen och sétter in den i den forsta och loser ut y. Vi far

Jr+y+(x+y—3) =1
dr +2y = 4
y = 2-—2x.

Sétter vinux =t fasy =2 —2t och z =t + (2—2t) —3 = —1 —t. Ur dessa uttryck
identifierar vi l6sningen
0 1
r(t)=|2|+t|-2
~1 -1

Vi kan kolla om vi réknat rétt i tva avseenden. Dels skall punkten (0,2, —1) tillhora
bada planen, dels skall riktningsvektorn vara ortogonal mot bada planens normaler.
Vi far

3-042—-1 = 1 OK!

0+2—-(-1) = 3 OK!

1
3 1 1] [-2] = 0 OK!
__1_

F
1 1 —-1]|-2| = 0 OK!
~1

A

Ett ekvationssystem med fler ekvationer dn obekanta 6verbestamt. Sadana har
sdallan nagon 16sning.

11



Exempel 4.4.2. Om man har tre ekvationer i R? som representerar linjer finns
generellt inte en unik skirningspunkt for alla tre linjerna. Sa kan vara fallet, och da
finns naturligtvis en 16sning. Om tva av linjerna ar parallella finns inte heller nagon
16sning. A

Ekvationen for ett plan kan betraktas som ett underbestdmt ekvationssystem dér
det "saknas” tva ekvationer. For att exempelvis "16sa” ekvation

2¢4+3y—4z2z=5

kan man sédtta y = 2s och z = t. Nar dessa substitueras i den ursprungliga ekvatio-
nen fas

20+3-2s—4t=5

vilket ger
5
xr = 5~ 3s+ 2t
Ur dessa identifierar vi
2 -3 2
r(s,t)= (0| +s| 2 |+t |0
0 0 1

vilket &r ett uttryck for planet pa parameterform!

4.5 Determinanter

Ekvationssystemet

20 — 3y = 2
dr — 6y = 3

saknar l6sning. Om man ténker sig ekvationerna som tva linjer, ser man att de &r
parallella och dérmed inte skir varandra.

Pa matrisform blir detta ekvationssystem
il
4 —6| |y 3|
Att ekvationssystemet saknar 16sning betyder att matrisen
2=
saknar invers.

Definition 4.5.1. Determinanten for en 2 X 2-matris

a b
c d
ar ett tal som ges av ad — be. Vi skriver det(A) for determinanten till A. A

12



Som namnet antyder bestdmmer determinanten nagot om matrisen. Det rakar vara
sa att inversen till en matris

a b

c d

1 d —b
ad —bc |—c a |’

i e o) e d =)

Vi ser att om determinanten ar noll ar inte inversen definierad.

ar

Kontrollera att

Vi formulerar denna viktiga iaktagelse som en sats som ror ekvationssystem.

Sats 4.5.2. Om determinanten till ett ekvationssystem dr noll, saknar ekvationssy-
stemet losning.

Determinanten till ekvationssystemet i exemplet ovan ar

2. (—6) —4-(—3) =0,

Determinanten har ocksa geometriska egenskaper som &r ganska vil studerat i Skjel-
nes text.

For matriser av typen n x n gor vi féljande definition.

Definition 4.5.3. Determinanten for en n X n-matris dar n > 2 géller

n

det(A) = D (~1)" A7, det((A*),)

diir (A*)7, &r den (n — 1) x (n — 1)-matris som fas om rad j och kolumn & stryks
fran A och j dr nagon rad i A. A

Detta ar alltsa en rekursiv definition av determinanten dar determinanten berdknas
for allt mindre och mindre matriser till dess vi berdknar determinanten for en 2 x 2-
matris.

Vi kan fritt vélja rad att anvénda da vi berdknar determinanten. Med lite erfarenhet
lar man sig vilja en rad sa att berdkningarna inte blir sa arbetskréavande.

Exempel 4.5.4. Bestam determinanten for

1 3 2
A=12 -1 1
4 =2 3

Vi véljer rad 1 och far da

oy = v ([ ) saa (2 ]) ezan (B Y)

1-((~1)-3—(~2)-1) =3-(2:3-1-4)+2-(2- (~2) — (=1) - 4)
= 1-(-1)-3-2+2.0=-T.

13



Man kan anvinda en kolumn istallet for en rad d4 man beraknar determinanten.

Sats 4.5.5. For alla 1 < k <n gdller

det(A) = Zn:(—nkﬂ‘A’fj det((A*))).

5 Matriser som geometriska avbildningar

5.1 Linjara avbildningar

I detta kapitel tdnker vi oss att vi har ett vektorrum V 6ver R med dimensionen n.
I de konkreta exemplen giller V = R? eller ¥V = R3, men definitionerna #r skrivna
sa att de giller for alla vektorrum.

Naturligtvis finns funktioner f : )V — V. Ofta anvinder man synonymen avbildning
till ordet funktion. Det giller inte bara i R% men blir kanske mer relevant dir
eftersom en punktmingd i R? i ndgon mening dr en bild.

Hér, precis som &verallt annars i matematiken?] gor vi foljande definition.

Definition 5.1.1. En funktion f:V — V &r linjar om f(av+bu) =a- f(v)+0b-
fu) ¥V a,b e R u,veV. A

Ur axiomen for matrisalgebran foljer att funktioner av typen f(v) = Av dér A ér
en matris ar linjara.

5.2 Skalningar, speglingar och rotationer

En skalning med en vektor k (en skalfaktor k, € R i z-led och en skalfaktor k, i
y-led) &r en avbildning som ges av en matris

ke 0
s-i i)

En spegling i z-axeln respektive y-axeln ges av matriserna

1 0 ~1 0
Mi’_{o —1}’ Mﬁ_[o 1]'

En rotation med vinkel 8 € R ges av matrisen

Ry = [ZTS% Zié?é(j)] |

Dessa avbildningar &r naturligtvis linjara eftersom de ges av matriser, men overtyga
dig om att den intuitiva forstaelsen for vad som menas med rotationer, speglingar
och skalningar stdmmer med att de ar linjara avbildningar.

I R? ges skalningen och speglingen av liknande matriser, men rotationen #r mer
komplicerad eftersom man maste definiera en rotationsaxel.

2Utom i manga laromedel pa gymnasiet!
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Exempel 5.2.1. En skalning med vektorn k = [2 1]T ges av

Si = B (1)] .
A
Exempel 5.2.2. Matrisen
=[]
ar bade en skalning och en spegling. A
Exempel 5.2.3. En rotation med 30° ges av
Agge = [\/5/2 _1/2] .
1/2  /3/2
A

Man kan motiveraﬂ att en spegling av en vektor v i en linje genom origo med n som
riktningsvektor (R?) ges av
(v,m)n

In]”

Pa komponentform &r det lattare att utga fran

2 — .

2
Jo.m)n — [|n|*v
2
|In]]
Pa komponentform far vi

2 2\, ]

M. — 1 2(vgny + vyny)ng — (ng + nyva|
"2 402 [ 2(veng 4+ vyny)ny — (02 + n2)v

ng +n, allz yley )ty k4 y/ Y]

2 2 27
1 |:2an$ + QUynxng — vxng — vxng _

2 2 _ _

ns +n; 20,51y + ZUyny Uy — Uyny |

2 27
1 {UgcnzD + 2uyngny —veng |
2 2 2 _ 5 =

ny + n, 20NNy + VyMy, — VyMy |

2 2 1

1 Ny — N, 2ngny Uy

5 3 2 2
ni + ”32; 2ngny  —ng +ny| | Uy

Vi identifierar matrisen

M, =

2 2
1 {nx —n,  2ngny, ]
) 2

n, +n,

2n,n, —ni+ nz

Exempel 5.2.4. Spegling i en linje

Vilka komponenter far vektorn v = [4 1}T da den speglas i linjen som har rikt-
. T

ningsvektor n = [3 2} ?

Losning

3Liknande saker #r gjorda i Del I — Vektorer. Observera att en spegling i en linje med n som
riktningsvektor dr samma sak som reflexion i ett linje/plan med m som normal, s& nér som pa
ett minustecken.

15



Vi bildar matrisen

1 [32-22 2.3.2
32427(2-3-2 —32422

145 12
13112 =5

och berédknar komponenterna

1[5 12][4
= gl s [

A

Sats 5.2.5. Alla linjdra avbildningar kan sdttas samman av en skalning, en rotation
och en spegling.

Speciellt intressanta &r avbildningar som bevarar nagon egenskap.

Definition 5.2.6. En isometri dr en avbildning som bevarar avstand, A &r en
isometri < d(u,v) = d(Au, Av) YV u,v € V. A

Sats 5.2.7. Om A dr en isometri gdller det(A) = £1.

Sats 5.2.8. Om A dr en spegling gdiller det(A) = —1.

Méngden av alla matriser med determinant 1 &r en trevlig delméangd av alla matriser
som ofta dyker upp i olika tillampningar.

5.3 Projektioner

Ett enkelt exempel pa en projektion ar att projecera en vektor pa xy-plantet. Den
ges av

1 0 0
Po=10 1 0 (5.1)
0 0 0

En vektor som redan finns pa xy-planet blir naturligtvis oférédndrad om den proji-
ceras pa xy-planet. I sjalva verket tar vi det som en definition av en projektion.

Definition 5.3.1. En projektion ar en matris P for vilket
Pv=Pv VYV veV
galler. A

16



5.3.1 Projektion pa en vektor, )

I texten Del I — Vektorgeometri studerade vi projektionen av en vektor v pa en
annan vektor n. Geometriskt fick vi

(v,n)n
Im]f?

Pa komponentform far vi

1
ni—kni—i—ni
1
na +ng +n’

1

2 2 2
Ny +n, +n;

(Vg + vyny + van,) Ny
(Vg + vyny + v.0,) Ny
(Vs + Vyny + Vo0,) N

Ur detta identifierar vi att vi kan skriva detta som en matrismultiplikation @), v dér

1 n2 NgMy — Ngn,
. 2
Qn = — 2 7 [Ty Ty nyn;
n.+n, +n 2
x y 2 [ngn,  nyn, n?

5.3.2 Projektion pa ett plan, P

Ett annat problem som studerades i Geometriska Vektorer var projektionen av en
vektor v pa ett plan med normal n.
Vi motiverade uttrycket
v,n)n
po o)
|In]]
for den resulterande vektorn.

Detta gar ocksa att skriva pa matrisform enligt ovan:
Pp=v—Qpv=(1-Qn)v.

Vi inledde detta avsnitt med projektionen av en vektor pa xy-planet. Normalen for
xy-planet ar [O 0 1}T vilket ger matrisen P; i |)

Den som har studerat /vill studera tensorer kan tédnka pa P, som en tensor av ordning
(0,2) eftersom den vill ha tva vektorer for att gora ett tal (som betyder en av
komponenterna for den projicerade vektorn).

5.4 Delrum

Vissa geometriska operationer paverkar en vektor sa att vissa egenskaper ar bevara-
de. Till exempel haller sig en vektor i ett och samma plan om den roteras runt en
given vektor (som kommer vara planets normal). Ofta &r det intressant att dela upp
vektorer i olika delar som bevaras eller dndras under olika transformationer.

Givet tva vektorer i R? finns ett plan. Detta plan #r ett delrum av R3.
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Definition 5.4.1. Ett delrum W av ett vektorrum V ar sjilv ar ett vektorrum.
Det skall alltsa vara slutet under addition och multiplikation med skaldrer. Speciellt
maste nollvektorn tillhéra delrummet. A

De tva vektorer som definierar planet sdgs spinna upp delrummet. De gar att an-
vanda som bas i delrummet, d&ven om de inte &r ortonormerade.

5.5 Linjart beroende

Vi skall nu studera féljande problem.
Givet tre vektorer, a, b och e, ar det sikert att vi kan anvinda dem som bas i R3?

Alternativt uttryckt, gar det hitta v,, vy, v. € R sa att en godtycklig vektor v gar
att skriva
v =1v.a+ b+ v.c?

Om vi véljer
1 1 0
a=|0{,b=|1]|,c=|1
0 0 0

ar det uppenbart att det inte gar eftersom ingen av a, b eller ¢ har nagon komponent
langs 2.

Vektorerna a, b och ¢ spéanner alltsi inte upp R3.

Ett mindre uppenbart val ar
1 1 2
a=|0l,b=|1|,c= |1
1 0 1
Dessa vektorer har i alla fall komponenter at alla riktningar. Trots det ar de i alla
fall inget bra val av bas. Det géller ndmligen att

c=a+b

vilket gor att det sa att sdga bara blir tva basvektorer kvar att beskriva en godtycklig
vektor i R? med.

Definition 5.5.1. Tre vektorer a, b och ¢ ar linjart oberoende om ekvationen
Va@ + Upb +v.c = 0

bara har 16sningen v, = v, = v, = 0. A

I bada exemplen ovan giller alltsa att a, b och ¢ inte var linjart oberoende.

Utskrivet pa komponentform fas

Vg + Ubbm + VeCy
Vay + Upby +vecy = 0

Ve, + 0pb, +v.c, = 0
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Detta ekvationssystem skall alltsa sakna 16sning for att vektorerna skall vara linjart
oberoende. Det betyder att

maste gilla.

Detta giller generellt.

Sats 5.5.2. IR" drn st vektorer linjart oberoende om den matris som har vektorerna
som rader (eller kolumner) har determinant noll.

Detta &r relaterat till begreppet dimension enligt foljande definition.

Definition 5.5.3. Ett (del-)rum har dimensionen k om det behdvs k linjért obero-
ende vektorer for att spidnna upp det. A

5.6 Invarianta delrum

Ofta ar det intressant att dela upp vektorer i olika delar som ”haller sig i samma
delrum” under en viss operation.

Exempel pa detta ar en spegling i ett plan. De vektorer som redan ligger i planet
ar oberorda av en sadan operation. Vid en rotation runt en axel dr den del av en
vektor som pekar langs axeln obertérd av rotationen och den del som &r ortogonal
mot rotationsaxeln haller sig i samma plan under rotationen.

Definition 5.6.1. Ett delrum W av V ar ‘nvariant under A om

AveW V v e W.

Rent geometriskt forstar vi foljande:

e En rotation i R? kan inte ha nagot invariant delrum, men i R? utgér vektorer
langs rotationsaxeln ett invariant delrum.

e En spegling i en linje lamnar vektorer ldngs linjen opaverkade. Linjen ar det
invarianta delrummet. P4 samma sitt i R®: Vid en spegling i ett plan utgor
planet det invarianta delrummet.

e En skalning langs en riktning ldmnar vektorer ortogonala till denna riktning

opéaverkade. Vektorer lings denna riktning utgor ett invariant delrum. I R3 blir
detta delrum ett plan.

Vi skall knyta ihop denna geometriska insikt med egenskaper for nagot som heter
egenvektorer och egenvirden i avsnitt
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5.7 Ovningar

1. Ar

en isometri?

2. Vikla komponenter far vektorn v = [2 —3}T da den speglas i linjen som har
riktningsvektor n = [1 4}T?

3. Utgor ett klot ett delrum till R3?

4. Ar vektorerna [1 Q}T och [1 —1}T och [3 1}T linjért oberonde i R??

5. Ar vektorerna [2] och Lﬂ linjirt oberonde i R??

6 Basvektorer, basbyten och matriser

6.1 Baser och komponenter

Det namndes i inledningen till Del I — Vektorgeometri att man maste gora skillnad
pa en vektor/punkt och dess komponenter /koordinater i en viss bas. Nu ska vi se
hur matriser kan anvindas for att utféra basbyten.

Givet en matris A ar det ldtt att rdkna ut dess verkan pa en given vektor v. Detta
dr en aktiv operation eftersom vi ténker oss basvektorerna fixa och flyttar/éndrar
pa vektorn.

Man &r ibland intresserad av att byta bas och se vilka komponenter vektorn far i
den nya basen. Detta &r en passiv operation eftersom man ténker sig vektorn fix,
det &r bara referenssystemet som éndras.

Lat v vara en vektor som med basvektorerna & och gy far komponenterna

v = Lﬂ sSv=1-x+3-y.
@y

Man kan vilja andra basvektorer § och ¢ dir v far komponenterna (mét i figuren
nedanal)
o~ [2.8}
14 s

20



Figuren skall tolkas si att alla basvektorer skall ha lingden 1 och att § och ¢ &r
vridna ett 45° moturs relativt & och y.

Komponenterna ges av

=l =i, 2= =l

Faktorn \/Lg finns for att alla dessa vektorer skall ha langden 1.

6.2 Basbytesmatris

En mycket bra fraga &r om det finns en matris som avbildar & pa § och g pa t. Sa
ar det naturligtvis, och det finns en mycket enkel teknik for att ta fram den. Lat oss
bendmna denna matris A.

Basvektorn @ far ett mycket enkelt uttryck i ”sin egen bas”,

:fz—{l]
ol
&y

Om A verkar pa denna vektor skall vi alltsa fa s,

s = Az

AL, = bl

Tack vare det enkla uttrycket for & kan identifiera den forsta kolumnen i A. Vi far

b, = vl bl

Notera att den andra kolumnen inte &r inblandad i multiplikationen eftersom den
andra raden i  &ar noll.

Pa samma satt far vi

Slutsatsen ar

A= % H ‘11} (6.1)



i detta fall.

De nya basvektorerna uttryckta i den gamla basen, blir kolumner i basbytesma-
trisen.

Vi repeterar att A alltsa avbildar en basvektor i den ena basen till sin motsvarighet
i den andra. Matrisen A~! avbildar alltsa 8 pa & och t pa 9. Eftersom den behovs

strax skriver vi upp
111 1
-1 _
=gl ]

Eftersom A &dndrar pa basvektorerna, inte pa v, kallas detta alltsa for ett passivt
koordinatbyte. Motsatsen ar det aktiva koordinatbytet dar man téanker sig koordi-
natsystemet fixt och istillet #ndrar pa vektorn. Denna transformation ges av A1

I just det exempel vi studerar ar det passiva koordinatbytet en rotation med 45°
moturs. Dess invers maste vara en rotation med 45° medurs, vilket syns i figuren
nedan.

Vi berdknar komponenterna i vart exempel. Den bas vi anvénder skrivs ut for dver-
tydlighetens skull.

- H m <[,

Jamfor dessa komponenter med de komponenter i §t-systemet som vi avliste i den
forsta figuren i detta avsnitt.

Ett annat sitt att se detta ar foljande kedja av samband.

= u,§+ vt
'USA.’.% -+ UtAg

e e
|

A = v+ Y

I avsnitt texten Del III — Abstrakta vektorrum ges en annan, mer matematisk, mo-
tivering till att det dr A~! som avbildar komponenterna for en vektor, medan det

ar A som avbildar basvektorerna.
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Exempel 6.2.1. Bestamning av komponenter under basbyte

Vilka komponenter far vektorn v = [2 2]T under basbytet
1 -1
= ?
A [2 . } .
Losning

Komponenterna kommer ges av A7'w. Fér att berikna inversen beriknar vi forst
determinanten det(A) =1-3 — (—1)-2=>5. Vi far

13 1
-1_ =+
R

5 =15

Komponenterna vi soker ges av

6.3 Ovningar

1. Vilka komponenter far vektorn [1 4}T under basbytet A = {:g _21} ?

7 Notation vid basbyten

Problemet vid basbyten &ar att vi pa nagot vis maste hantera att en vektor inte
fordndras bara for att man gor ett basbyte. Den bor déarfor inte byta namn.

Antag att vi vill byta fran basen é4,...,€éy till en ny bas éy, ..., éyx/. Notera att
primmet sitter pa komponenten och inte pa basvektorn.

7.1 Vektorer

En vektor v blir i de bada baserna

v = ¢ éa = ’Ub/ éb/
déar prim-tecknet alltsa sitter pa pa indexet for att ange att komponenten &r en
komponent i den nya basen, dvs prim-basen.

En basbytesmatris som tar en vektor i en bas och ger samma vektor i en annan bas
maste da fa ett radindex i den nya basen och ett kolumnindex i den gamla basen.
Eftersom det ar samma vektor som uttrycks i tva olika baser ges inte vektorn nagot
nytt namn. Ett uttryck som utfor detta ar

/ /
o =AY v

Inversen till Ab/a ar den matris som byter tillbaka till den ursprungliga basen. Pa

komponentform fas
U
UC - Acd/ /Ud .
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Byter vi fran originalbasen till den nya basen och tillbaka fas pa komponentform
0o = A%, AT v®

vilket ger
A%y A = 6",

ddr ¢¢, ar enhetsmatrisen
c J 1 a=c
O = { 0 a#c
Byter vi fran den primmade basen och tillbaka fas istéllet

’ ’
AbaAaC/ — 5bc/.

Om vi bara byter mellan baser i samma vektorrum (vilket resonemanget ovan géller)
ar det ingen skillnad pa 0¢, och (5blc,, men om vi skulle ha att géra med avbildningar
mellan olika vektorrum maste man halla reda pa vilket av de bada rummens enhet-
selement som avses (de kan ha olika dimension), sa det &r bra att ta for vana att
vara noga med vilken bas indexen galler dven i enhetsmatrisen.

7.2 Radvektorer

For radvektorer fas ocksa en basbytesmatris. P4 komponentform fas
Uy = Ug A%

respektive

Ue = Ugr Adlc.
Notera att det ar vettigt att skriva ordningsféljden som radvektor-matris istéllet for
matris-radvektor eftersom vi vill att de index som ska ta ut varandra skall "ligga

som” en vanlig matrismultiplikation, dvs man skall summera 6ver kolumnerna i den
forsta matrisen (hér radvektorn) och raderna i den andra (hir basbytesmatrisen).

7.3 Matriser

Eftersom en matris har bade rader och kolumner fas
BY,, = A%, B® A,
respektive
BY = A®, B¢, A%,
Detta blir ocksa naturligt genom féljande exempel.
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8 Kvadratiska former och egenvarden

8.1 Kvadratisk form som matris

Losningsméngden till ekvationen

13, 10 13,
_ =1 8.1
20 T T Y (8.1)

ar en (sned) ellips.

Vi kan uttrycka denna ekvation pa matrisform som

R K

Om vi infér en vektor v som med basvektorerna @ och y far komponenterna
x
v = { } <~
Y

v'Bv=1 < v,BYv" =1 (8.2)

kan vi uttrycka oss

dar B ar matrisen

113 —5 .

Observera den subtila skillnaden mellan koordinatsystemet dar en punkt har koor-
dinaterna (x,y) och basvektorerna & och g dar en vektor har komponenterna = och

Y.
Losningsméngden till (8.1]) 4r en méngd punkter, medan 16sningsméngden till (i8.2))
ar en mangd vektorer.

Beroende pa hur den axiomatiska framstillningen av R? som ett vektorrum #r gjord,
kan det vara viktigt att podngtera skillnaden och att anvinda réatt ord om respektive
situation.
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8.2 [Egenvektorer och egenvarden

Fragan ar nu om det gar att gora ett basbyte dar matrisen B blir diagonal.

Vi skall snart rdkna ut hur basbytesmatrisen skall se ut, men innan dess provar vi
med A fran forra avsnittet, uttrycket (6.1)). Exemplet &r konstruerat sa att matrisen
A ar precis den matris som soks. Det kan vara illustrativt att se hur resultatet blir

innan vi gor sjilva berdkningen.

Komponenterna fér v i denna bas ges av A~'v. Lat oss beteckna "denna vektor” u
(det &r ju i sjélva verket samma vektor som bara uttrycks med andra komponenter).

Det giller alltsd att u = A~'v, och dirmed

-/
v=Au & v“:A“j,vJ.

Detta skall vi nu utnyttja. Vidare géller enligt sats [3.4.1] att
vl =uTAT & v, = Ak/a.

Detta satter vi nu in i (8.2]) och far da

v"'Bv =1 ¢ v, BY 0° =

w'ATBAu = 1 & wyA¥ ByAY 0 =
Vi identifierar matrisen
D = ATBA < Bklj/ — Akla BabAbjl

som helt enkelt &r B i den nya basen.

Komponenterna for D blir

o 5lh I3 15 Sl 212

Om vi byter bas med A kommer alltsa B bli diagonal.

“f

och skriver ut u? Du = 1 pa komponentform far vi

a2 -6

Om vi infor

(8.3)

Om vi infor st-systemet i figuren ser vi att detta ar precis den ellips vi forvéintar oss.
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Generellt vet man naturligtvis inte i vilken bas som en matris blir diagonal. Nu skall
vi rdkna fram Al

Det finns en geometrisk tolkning av matrisen B. Man kan sidga att B "blaser upp”
enhetscirkeln till den sneda ellips som &ar 16sningsméngd till (8.1)). Detta betyder att
B blandar x och y sa att det finns xy-termer i (8.1)).

I den sokta basen skall B bara "blasa upp” enhetscirkeln langs ellipsens axlar, dvs
langs basvektorerna. Det dr den geometriska tolkningen av att B &ér diagonal i denna
bas. Det betyder ocksa att en multiplikation med B skall vara lika med en multipli-
kation med ett tal.

a

M

Vi later
vara komponenterna for de nya basvektorerna i den nya basen i @-y (pluralis ef-
tersom vi vet att vi behover tva, och det kommer visa sig att vi far tva losningar till

en ekvation senare).
i 13 =5 |a| _ \ a
72 1=5 13| |[b| T |b|°

Vi far da

Om vi flyttar hogerledet till vansterledet far vi
1 113 =5 |a a
155 ) ) 3] -0

1[-m2x =5 [ _,
2 -5  13-72\| [b]

och

Detta betyder att {Z} skall avbildas pa nollvektorn, vilket ger att
13 — 72\ -5
-5 13 — 72\

maste sakna invers, vilket i sin tur betyder att dess determinant maste vara noll.
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Vi far da ekvationen, som bendmns sekuldrekvationen,
(13 — 720)? — (=5)* = 0. (8.4)

Polynomet i vinsterledet kallas det karakteristiska polynomet till matrisen. Sekulé-
rekvationen har 16sningarna[’]

1 18
S
1 8

Ao = — = —.
2 9 72

Dessa viarden bendmns egenvdrden till B.

Nu kan vi 16sa ekvationen (ekvationssystemet )

1713 —5] [a] 18 la
72 |-5 13 |b] — T2 |b
1[13-18 =5 Jfa] _ [0
72 -5 13-18][b] — |0
1 [-5 5] fa] _ [0
72 |-5 =5 |b] — |0

Detta gar inte att 16sa (det var ju det vi 6nskade!), men vi far ett forhallande mellan
a och b, ndmligen a = —b.

Det &r praktiskt med normerade basvektorer, sa vi viljer a = —b = \%

Denna vektor bendmns den egenvektor till B som hor till egenvirdet A\ = i. Detta
ar ju precis

Pa precis samma satt far vi

som egenvektor till egenvardet \s.

Vi kan notera att B far komponenterna

A1 0
0 Ao’

i st-systemet. Det &r ingen slump, utan giller generellt.

I en bas av egenvektorer till sig sjalv, blir alla matriser diagonala med egenvér-
dena pa diagonalen.

Har man tva kvadratiska former kan man inte alltid hitta en bas déar bada represen-
teras av diagonala matriser.

4Det blir lite enklare berdkningar senare om vi uttrycker dem i 72:a-delar.
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En motsvarighet till detta visar sig vara mycket viktigt i kvantmekaniken. Hei-
senbergs obestambarhetsrelation sdger pa siatt och vis hur ndra man kan komma
en samtidig diagonalisering.

Exempel 8.2.1. Bestamning av egenviarden och egenvektorer

Bestam egenvarden och egenvektorer till matrisen
1 140 3
B=1 {8 30} '
Losning

Vi bildar sekularekvationen och loser den.

1 ((40 — 14))(30 — 14)) — 24) =0

14

1200 —40 - 14\ — 30 - 14\ + N2 — 24 =
AN =
)\2 = 3

Vi sétter upp ett ekvationssystem pa matrisform
1140 3| |a|l _ 5 |@
14 |8 30| |b| b|"

40a+3b0=28a

En av raderna blir

vilket ger
b=—-4a

Eftersom ekvationssystemet ska vara underbestamt ricker detta. Vi kan vilja a som
vi vill. T vissa sammanhang vill man ha normerade egenvektorer, men det &r inte
viktigt hér. Vi véljer a = —1 och far b = 4 (i resonemanget om visualiseringen nedan
framgar varfor detta ar ett naturligt val). En egenvektor till egenvirdet \; = 2 &r

alltsa
- -1
i { \ } |
Om man skulle anvinda den andra raden skulle man fa

8a+30b= 28D

vilket ocksa ger
b= —4a.

Det ska forstas bli samma resultat oberoende av vilken rad som anvands!

For att bestdémma den andra egenvektorn maste man boérja om med det andra

egenvardet. Vi far
1140 3| |a|l _ 3@
14 (8 30| |b| bl

40a+3b=42a

Forsta raden ger
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som ger
3b=2a.

Ett naturligt val ar darfor b = 2 och a = 3 vilket ger att en egenvektor till egenvérdet
)\2 =3 ar
-3
NE

Om vi betraktar B som en basbytesmatris syns i dess kolumner att & avbildas
pa 1—14 [4() S]T ~ [2.9 0.6]. I ndgon mening motsvarar detta en forstoring och en
vridning moturs.

Basvektorn ¢ avbildas pa - [3 30

T
14 ]
och en vridning moturs.

~ [0.2 2.1} vilket motsvarar en forstoring

Dessa vektorer ar i1 bilden de streckade vektorerna.

I figuren &ar det indikerat den kénsla for denna sorts transformation man kan ova
upp. Om man tanker sig att transformationen B av en godtycklig vektor sker i tva
steg, forst @&-komponenten och sedan y-komponenten, kan man gora det troligt for
sig att en egenvektor bara dndrar langd. Vridningarna at respektive hall tar sa att
sidga ut varandra.

A

8.3 Egenvarden och delrum

Geometriskt forstar vi att en rotation i R? inte kan ha reella egenviirden. Anled-
ningen ar att det inte finns nagon vektor som pekar at samma hall efter en rotation,
ekvationen Av = v maste sakna losningar for reella \.

I R? blir det karakteristiska polynomet av grad tre, och har alltsd minst en reell rot.
Den egenvektor som svarar mot detta egenviarde maste vara rotationsaxeln.

En spegling i en linje eller ett plan maste ha ett egenviarde som ar —1 vars egenvek-
tor ar linjens eller planets normal. I R? borde den andra egenvektorn vara linjens
riktningsvektor och det andra egenviardet borde vara 1.
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I R? far man bara ett annat egenvirde, nimligen 1, men det har multiplicitet tva.
Det invarianta delrummet &r ett plan (som alltsa har dimension tva).

En projektion "forstor information”. Projicerar vi en vektor pa en linje, utgor linjen
ett invariant delrum, men om en vektor har komponenter ortogonala mot denna linje
forsvinner de komponenterna. Minst ett egenvirde ar darfér noll.

Till varje egenvarde finns ett delrum med dimension mindre &n eller lika med
multipliciteten for egenvéirdet.

Speciellt géller att en egenvektor v till en matris A ar invariant under den verkan
av den matrisen: Av = \v.

Vi kan notera foljande. Antag att en matris A har tva egenvirden som éar lika,
alternativt uttryckt att multipliciteten for en rot A till dess karakteristiska polynom
ar tva. Antag ocksa att man kan hitta tva egenvektorer v; och v, till detta egenvérde.
Det betyder alltsa att

A’Ul = /\’017
A’UQ = )\'UQ.

Vi ser att summan av egenvektorerna ocksa &ar en egenvektor:
A(avy + bvy) = Aavy + bvy).

Det ar dock inte sidkert att det gar att hitta lika manga egenvektorer till en matris
som multipliciteten for egenvérdet. I sa fall gar det inte att diagonalisera matrisen,
se exemplen nedan.

En viktig tillampning av detta dr kvantmekaniska tillstand med samma energi. For
vateatomens energinivaer géller att det finns flera tillstand med samma energi,
samma n-kvanttal. Det finns ett annat kvanttal [ som anger storleken av rorelse-

méangdsmomentet for elektronen. Detta kvanttal antar varden 0,...,n — 1. Vidare
finns ett tredje kvanttal m som anger at vilket hall rorelseméngdsmomentetet &r
riktat. Detta kvanttal antar varden —I,. .., L.

Alla tillstand med samma n utgér ett invariant delrum (samma n men olika [ och
m), och vardera sadant delrum kan i sin tur delas upp i delar med samma [ men
olika m.

Det gar inte 6verskatta hur viktigt detta dr inom kvantmekaniken, och darmed
for all var forstaelse av naturen. En variant pa att hitta olika invarianta delrum
ar forknippat med att det existerar olika sorters elementarpartiklar.

Till exempel finns det fermioner och bosoner darfor att det finns tva egenvéarden,
—1 och +1, till en abstrakt operation som byter plats pa partiklar.

Exempel 8.3.1. Egenvarden, egenvektorer och delrum 1

Bestam egenvirden och egenvektorer till

3 1 0
13 0
0 4
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Losning

Har far den karakteristiska ekvationen
(B=X)?=1)4=X) =0

tva rotter. Den forsta faktorn ger roten \y = 2 och Ay = 4, men den andra faktorn
ger ocksa Ay = 4, som alltsa far far multiplicitet 2.

Egenvektorn till A; bestdms som vanligt genom att ansdtta en vektor med kompo-
nenterna [a b C}T och vi far

3 1 0f la a
1 3 0 = 21|b
0 0 4 c

vilket ger ¢ = 0 samt ett ekvationerna

3a+b = 2a
a+3b = 2b.
De senare ger bada tva att a +b = 0 och vi kan vilja a = 1 och b = —1. En

egenvektorn till A\; = 2 ar alltsa [1 —1 O}T.

For egenvirdet Ao = 4 far vi

3 1 0f |a a
1 3 of |6 = 41|b
0 0 4 c c

vilket ger att ¢ kan vara vad som helst.

Om man hamnar i en situation ddr man kan vélja en komponent helt oberoende
av de ovriga tva, skall man inte vélja den komponenten till nagot tal! Anledningen
framgar snart, sétt sa linge ¢ = t.

Vidare far vi

3a+b = 4a
a+3b = 4b

vilka bada ger a = b och vi viljer a = b = s.

Da bidragen fran de bada parametrarna kombineras fas att "egenvektorn” blir

1 0
= |1 -s+ |0] -¢.
0

t 1

Delrummet som spanns upp av dessa vektorer &r alltsa tvadimensionellt! 1 detta
tvadimensionella delrum kan vi vélja vilka linjart oberoende basvektorer vi vill. Alla
linjarkombinationer av de basvektorer vi véljer kommer att ha egenvérde 4. Det mest

naturliga valet i detta fall ar forstas [1 1 O}T och [0 0 1}T. A

Exempel 8.3.2. Egenvarden, egenvektorer och delrum 2

32



Bestam egenvérden och egenvektorer till

3 1 0
0o 3 0
o 0 4

Losning

Har blir far den karakteristiska ekvationen ocksa tva rotter, Ay = 4 med multiplici-
teten 1 och Ay = 3 med multipliciteten 2.

For A\, fas
3 1 Of |a a
0 3 0 = 41|b
0 0 4 c

vilket ger ¢ =t samt ett ekvationerna

3a+b = 4a
30 = 4b.

Den senare ger b = 0 och ddarmed ger den forsta att a = 0. Vi véljer t sa att vi far
egenvektorn [0 0 1}T

For egenvirdet Ao = 3 som har multiplicitet 2 far vi

3 1 0| |a a
0 3 0] |6 = 31|b
0 0 41 |c c
vilket ger ¢ = 0 samt
3a+b = 3a
3b = 3b

vilket ger b = 0 och a = s. Trots att multipliciteten {or egenvirdet ar tva far vi bara
en oberoende parameter, alltsa ett endimensionellt delrum.

Vi kan vélja s sa att vi far egenvektorn, dvs basvektorn i delrummet, [1 0 O}T.

Matrisen har alltsa bara tva egenvektorer. Vi kan inte véilja en bas av egenvektorer
dar matrisen ar diagonal, den gar inte att diogonalisera. A

8.4 Olika sorters matriser

I det inledande exemplet visades pa likheterna mellan en kvadratisk form (en ellips
i det fallet) och det gjordes en poéng av att egenvektorerna till motsvarande matris
sammanfoll med ellipsens axlar.

Av pedagogiska skél dr det bra att borja med ett sadant exempel. Vi sag hur ma-
trisen i nagon mening motsvarar att blasa upp enhetscirkeln till en ellips. En viktig
observation ar att ellipsen blev storre trots att egenvirdena blev mindre &n 1. Den
som &r van att se uttryck som blir kanske inte sa forvanad, men det ar &nda
vart nagra ord.
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Matrisen B (och D som &r samma geometriska transformation i en annan bas) ar en
aktiv transformation som gor vektorer kortare (egenvirdena dr mindre &n ett). En
mer rattvis illustration av detta borde vara att enhetscirkeln blir en mindre ellips.

Jamfor detta med att illustrera effekten av att multiplicera z (i R) med 2 genom att
studera l6sningarna till ekvationen 2z = 1. Det ar galet! Losningen ar ju sa att sédga
att z krymper. Om man nodvéandigtvis skall illustrera en multiplikation med denna
sorts ekvation borde man studera ekvationen 27!z = 1, dvs illustrera effekten med
inversen till det man vill illustrera.

Pa detta siatt maste man gora dven da man vill illustrera en matris som en geometrisk
avbildning. Vill man illustrera hur enhetscirkeln i R? eller enhetsklotet i R? foréindras
maste man rita ut den kvadratiska form som fas ur matrisens invers.

I exempel ritade vi ingen ellips av den anledningen att matrisen inte ar sym-
metrisk. For en icke-symmetrisk matris gar det inte gora rattvisa av hur x och y
blandas till zy-termer i den kvadratiska formen (respektive xz- och yz-termer i R3).
Den kvadratiska formens axlar sammanfaller inte med egenvektorerna fér matrisen.

I vildigt manga sammanhang ar det viktigt att kunna skriva en matris pa diagonal
form, dvs hitta en bas av egenvektorer. Det finns véldigt mycket teori relaterat till
nar detta gar eller inte gar, men den teorin lampar sig battre for en universitetskurs
an for denna text.

Teorin blir forstas &nnu intressantare om man tillater att matrisens komponenter
ligger i C. Da finns en speciell operation, hermitkonjugat AH , som innebar att
man bade transponerar och komplexkonjugerar alla element.

Nagra sorters matriser och deras egenskaper sammanfattas i féljande punkter.

e Ortogonala matriser har reella komponenter och har kolumner och rader som
parvis ar orgogonala och alla &r normerade. Om O &r en ortogoanal matris
galler |det(O)| = 1. Alla egenvérden &r reella och egenvektorerna &r parvis
ortogonala, O &r mdjliga att diogonalisera. Inversen och transponatet sam-
manfaller, O~' = O7. Skaldrprodukten bevaras enligt (Ov,Ou) = (v, u).
Basbyten mellan tva ON-baser blir en orogonal matris, vilket exemplifierades
i det inledande exemplet dar basbytesmatrisen A en ortogonal matris. Andra
exempel pa tillampningar dr permutationsmatriserna.

e Unitara matriser (pa engelska unitary) motsvarar ortogonala matriser i det
fall komponenterna dr komplexa tal. De definieras genom att U = U~!. Om
U &r en unitdr matris géller |det(U)| = 1 och (Uv,Uu) = (v,u). Unitira
matriser egenvarden vars absolutbelopp ar 1. De gar att diogonalisera.

e Symmetriska matriser ar lika med sitt transponat. Om S &dr en symmetrisk
matris giller alltsd ST = S. Symmetriska matriser far reella egenvirden och
parvis ortogonala egenvektorer. De gar att diogonalisera. For alla vektorer w
och v i det aktuella vektorrummet géller (Sv,u) = (v, Su).

e Hermiteska matriser ar lika med sitt hermiteska konjugat och motsvarar
symmetriska matriser i det fall komponenterna &r komplexa tal. Om H &r en
hermitesk matris géller alltsé HY = H. De far reella egenviirden (trots att
komponenterna alltsé far vara komplexa) och parvis ortogonala egenvektorer.

SNamnet kommer av den franske matematikern Charles Hermite som var verksam péa 1800-talet
konjugatet
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De gar att diogonalisera. Vidare géller (v, Hv) € R for alla v i det aktuella
vektorrummet. De géller ocksa att (Hv,u) = (v, Hu), vilket betyder att de
ar sjdalvadjungerade (pa engelska self adjoint). Betydelsen av detta begrepp
ligger langt ovanfér malet for denna text, men den tillater oss att infora en
ny notation for skalérprodukt, (v| H |u), dér det inte spelar nagon roll "vilket
hall” som H verkar. Denna notation dr mycket vanlig i kvantmekaniken.

Unitédra och hermiteska matriser &r mycket viktiga i kvantmekaniken. Dar har man
dock ofta att gora med odndligtdimensionella vektorrum (funktionsrum) déar ope-
rationer inte gar att skriva pa matrisform, men som operatorer. Motsvarande be-
grepp, unitar, hermitsk och adjungerad, finns dven fér operatorer och liknar pa
manga vis de for matriser.

8.9

1.

9

Ovningar
Bestam egenvérden och egenvektorer till
2 3
3 4|
Bestam egenvérden och egenvektorer till
1 1
-1 3|

Genomfor berdkningarna som visar att en spegling i z-axeln har de egenvérden
och egenvektorer som omnimns i texten. Gor detta i R2.

. Bestdm egenvérden och egenvektorer med skalning med en vektor k.

. Bestam egenvirden och egenvektorer till

-3 0 2 —4
-6 2 2 -5
4 0 -1 4
6 0 -2 7

Overtyga dig med nagra exempel i R? och R? att den konstanta termen i det
karakteristiska polynomet &ar determinanten for matrisen till vilken egenvérden
sOks.

Exponenter och Markovkedjor

Ibland har man nytta av att berdkna vad A" blir fér nagon matris A och nagot
tal N. Om A &r en stor matris tjinar man pa att byta bas till den som ges av
egenvektorerna till A. Lat oss kalla denna matris G, och den diagonala matrisen A.
Begrunda att i metoden som beskrivs nedan behover N inte vara ett heltal.

Om A skall verka pa nigon vektor v kan vi byta bas, verka med A istéillet och sedan
byta tillbaka. Vi far

Av = G ' AGw.
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Detta giller for alla vektorer v, sa

A=GAG.
Darfor blir
AN = (G'AG)- (G'AG)------- (GT1AG)
= G'ANG

eftersom alla G~'G &r enhetsmatrisen.

Beridkningen forenklas avsevért eftersom

~ AV o0
N 1
4 ‘[o Aﬂ

i R? med en uppenbar generalisering till R™.

Ett bra exempel déar detta ar tillampbart dr Markovkedjor, vilket beskrivs hédﬂ

10 Facit

Ovningar i avsnitt 5.7,

1. Nej, dess determinant &r inte 1 eller —1.

2. Komponenterna blir T17 {:;g}

3. Nej, det &r till exempel inte invariant under addition (tva vektorer pa klotet
hamnar inte pa klotet da de adderas).

4. Nej, tre vektorer i R? ér alltid linjért beroende.

5. Nej, ty de ar parallella.

Ovningar i avsnitt

. |—3/4
1. Komponenterna blir { 5/4 ] .

Ovningar i avsnitt [8.5

T
1. Egenvérden dr A = 3 4 /10 med egenvektorer [1 ﬁ%l_o .

2. Matrisen har bara ett egenvirde, A = 2 med multiplicitet 2. Egenvektorn &r
T
1 1.

3. Losning given i texten.

4. Egenvarden blir £, med egenvektor & och k, med egenvektor y.

Shttp://en.wikipedia.org/wiki/Markov _chain
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5. Denna Ovning ar jobbig i och med att det ar fyra dimensioner, men inget
konstigt hander. Vi far

A1 = —1 med egenvektor [—1 —1 1 1}T
Ay =1 med egenvektor [—1 -1 0 1}T
A3 =2 med egenvektor [ 0 1 0 O}T
Ay =3 med egenvektor [—1 -2 1 2}T.
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